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Визначення кратності ШІМ напруги інвертора за значенням 
коефіцієнта гармонік на основі подвійного ряду Фур’є 
Описано стандартну процедуру розрахунку 
фільтра інверторів з широтно-імпульсною 
модуляцією (ШІМ) за значенням коефіцієнту 
гармонік. Зазначено, що за постійного значен-
ня кратності модуляції вихідна напруга має за-
пас за значенням коефіцієнту гармонік при не 
повному навантаженні інвертора. Запропоно-
вано динамічно змінювати кратність модуляції 
ШІМ для забезпечення заданого значення 
коефіцієнту гармонік і зменшення динамічних 
втрат у напівпровідникових приладах. Виведе-
но формулу для розрахунку кратності 
модуляції за значенням коефіцієнту гармонік, 
параметрів фільтра і навантаження на основі 
подвійного ряду Фур’є. Бібл. 3, рис. 1.  
Ключові слова: широтно-імпульсна 
модуляція; кратність модуляції; ряд Фур’є двох 
змінних. 
Вступ 
Імпульсна модуляція є одним з ефективних 
методів формування необхідної спектральної 
характеристики сигналів. Тому її використову-
ють для перетворення параметрів потужних 
сигналів, якими виступають напруга або струм, у 
перетворювачах електричної енергії. На 
практиці, внаслідок простоти реалізації, 
найбільшого поширення набув широтно-
імпульсний  тип модуляції (ШІМ). Для приду-
шення вищих гармонік, сформованих несучою 
функцією, на виході ШІМ-перетворювачів вста-
новлюють фільтри. У випадку формування 
змінної напруги інверторами, якість вихідної на-
пруги оцінюють значенням коефіцієнту гармонік 
ГK , яке не повинно перевищувати максималь-
ного значення ГmaxK . Значення коефіцієнту 
гармонік залежить від опору навантаження 
параметрів фільтра, кратності модуляціїP , тому 
параметри фільтра розраховують для 
найгіршого випадку – в інших режимах роботи, 
якщо кратність модуляціїP  напруги є постійним 
параметром, вихідна напруга має значний запас 
за значенням коефіцієнту гармонік. За умови 
варіації значення кратності модуляції Р для 
підтримання постійного значення ГK  можливо 
зменшити обсяг динамічних втрат у 
перетворювачі і підвищити його коефіцієнт 
корисної дії (ККД). При проектуванні фільтрів 
використовують трудомістку процедуру розра-
хунку його параметрів за значенням коефіцієнту 
гармонік ГK , яка складається з таких етапів [3]: 
1. Розрахунок спектральної характеристики 
ШІМ сигналу без фільтра з використанням ряду 
Фур’є однієї змінної. 
2. Розрахунок спектральної характеристики 
відфільтрованого ШІМ сигналу множенням 
амплітуди кожної гармоніки ШІМ сигналу nC  на 
передавальну характеристику фільтра nK . 
3. Сумування квадратів амплітуд гармонік і 













 , (1) 
де 1C - амплітуда першої гармоніки; 1K - 
коефіцієнт передавання фільтра на частоті 
першої гармоніки. 
Оскільки процедура перерахунку кратності 
модуляції P  повинна здійснюватись у режимі 
реального часу, необхідно розробити методику 
обчислення нескінчених сум формули (1) у 
згорнутому аналітичному виді. 
Розробка методики 
 
Розглянемо методику розрахунку 
параметрів фільтра першого порядку за зада-
ним значенням коефіцієнту гармонік ГK  з 
індуктивністю L  і опором R . Передавальна ха-
рактеристика фільтра nK для гармоніки з номе-






де Ω  - частота модулюючої функції. 
За умови використання ШІМ у частотній об-
ласті перша гармоніка відмежована від вищих 
гармонік з ненульовим значенням ділянкою 
спектру довжиною порядку P . Тому для вищих 
гармонік з ненульовим значенням виконується 
умова Ω >>2 2(n L) R  і формулу (2) можна запи-
сати таким чином: 
22          ISSN 1811-4512. ElectronComm 2015, Vol. 20, №4(87) 
 








З урахуванням виразу (3), формула (1) має 
такий вид: 
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де τ = L / R  – постійна часу фільтра. 
Формулу (4) можливо використати для 
підтримання значення коефіцієнту гармонік на 
постійному рівні за умови зміни значення сталої 
часу фільтра шляхом вибору необхідного зна-
чення кратності модуляції P , для чого 
необхідно виразити нескінченні суми гармонік, 
які в ній містяться, у згорнутій формі. 
Для опису спектральної характеристики в 
згорнутому виді доцільно використати ряд Фур'є 
двох змінних, у якому одна змінна, наприклад x  
пропорційна несучій функції x t= ω ⋅ , інша 
змінна, наприклад y  – моделюючій функції 
y t= Ω ⋅ , відношення між якими рівне значенню 
параметра модуляції x / y P= . 
Коефіцієнти ряду Фур’є двох змінних mnC , 
які є спектральними складовими сигналу з 
кратністю m відносно частоти несучої функції і 
кратністю n  відносно частоти модулюючої 
функції, розраховують за формулою: 













C f x y e dxdy , (5) 
де f ( x,y )  – функція, спектр якої розраховується. 
Застосування ряду Фур’є двох змінних дає 
можливість розрахувати спектральну характе-
ристику модульованого сигналу в аналітичній 
формі, що, на відміну від ряду Фур’є однієї 
змінної дозволяє розрахувати інтегральні показ-
ники модульованого сигналу, наприклад 
коефіцієнту гармонік, у згорнутій формі. 
Вирішення цієї задачі є особливо важливим для 
ШІМ ІІ роду, оскільки для цього типу модуляції 
положення фронтів імпульсів розраховується 
внаслідок вирішення трансцендентних рівнянь, 
що зменшує точність результату і збільшує об-
сяг математичних розрахунків. Формула для 
розрахунку амплітуди 2 1( k )−  гармоніки напруги 
2 1kC − , модульованою двосторонньою, однопо-
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де H  – амплітуда модульованого сигналу; 
zJ ( y )  – функція Бесселя порядку z  від аргу-
менту y ; μ  – глибина модуляції. 
Парні гармоніки модульованої напруги 
дорівнюють нулю 2 0kC = .  
Амплітуда першої гармоніки 1C  дорівнює 
амплітуді модулюючої функції, у випадку 
гармонічного задавального сигналу Asin( t )Ω , 
1C A H= = μ . 
Підставимо значення, розрахованих на 
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У цьому випадку ряд (8) можна записати у такій формі: 
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Підставимо вираз формули (10) у формулу (7): 
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Змінивши порядок сумування, отримаємо: 
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.           (12) 
Розрахуємо суми по змінній k рядів формули (12) окремо: 
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Спочатку розглянемо суму Gm, для її розра-
















.            (15) 
З теорії функцій Бесселя відомо [2], що за 
умови, коли модуль аргументу функції Бесселя 
перевищує її аргумент, значення функції Бессе-
ля прямує до нуля: 
 → + >( ) 0, 1nJ z n z .             (16) 
Сума ряду (15) починається зі значення 
2z mP= − , оскільки P >> πμ , виконується умова 
2 3mP m− >> π μ , тому значення всіх членів ря-
ду, починаючи від мінус нескінченності до 
2z mP= −  прямують до нуля і їх для спрощення 
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розрахована в [2]: 
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Для розрахунку суми (24) скористаємось 
формулою [2] 
− += +1 1( ) 0.5 ( ( ) ( ))z z zzJ y y J y J y .            (25) 
Застосувавши тотожність (25) до формули 
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Для функцій Бесселя з парним порядком 
виконується рівність 
− −=2 2( ) ( )z k k zJ y J y ,             (28)
 Використавши теорему сумування [2] до ря-
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πμ + πμ + πμ= .       (30) 
Порівнюючи значення сум 0mG  і 1mG , можна 
зробити висновок, що 20 1m mG / G P∼ , 
аналогічно 40 2m mG / G P∼  і т.д. Навіть для 
мінімальних значень параметра модуляції 
10P = , значення суми 0mG на два порядки 
більше, ніж 1mG  і на чотири - 2mG .  
Тому при практичних розрахунках сумами 
2m mkG ...G  можна знехтувати, а доданок 1mG  
враховувати наближено.  
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З умови (16) можна зробити висновок, що 
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Для розрахунку суми (33) використаємо 
розклад функцій (20)  
+ +∞ ∞
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.          (34) 
Знайдемо суму окремих складових ряду 
(34).  
+−= ×1







− − − −
=−∞
× πμ πμ∑ 12 1 2 1 ( ) 1( ) ( )z z m m P
z
J m J m .       (35) 
Розрахунок суми (35) можливий за умови ви-
користання теореми сумування для додатного 
значення аргументу другої функції Бесселя 2y  
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Віднявши вираз (37) від виразу (36) 
отримаємо: 
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Застосувавши формулу (36) до суми, 
наведеної у формулі (35), отримаємо: 
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Знайдемо суму ряду 1 1( m )( m )G   
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Після використання формули (25) до виразу (40), отримаємо: 
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− −+ πμ −1( ) 1 1( ( )))m m PJ m m .             (42) 
Відношення сум 1 0( m )( m )G  і 1 1( m )( m )G  
пропорційне параметру модуляції 
1 0 1 1( m )( m ) ( m )( m )G / G P∼ , тому ряд 1 1( m )( m )G  має 
швидку збіжність і для його розрахунку врахову-
вати перші два його члени. 
Порівняємо порядок значень сум 0mG , 
1 0( m )( m )G , 1 1( m )( m )G  з використанням нерівності 
(16). Значення суми виражається через значен-
ня сум Бесселя нульового порядку, тому згідно з 
нерівністю (16), сума 0mG має ненульове зна-
чення для будь-якого аргументу. Суми 
1 0( m )( m )G , 1 1( m )( m )G виражаються через функції 
Бесселя з порядком, кратним параметру 
модуляції Р, тому їх значення істотно 
відрізняється від нуля, для аргументів, які пере-
вищують порядок функцій Бесселя. Оскільки 
суми 1 0( m )( m )G , 1 1( m )( m )G  залежать від значень 
двох параметрів m  і 1m , спочатку розглянемо 
випадок, коли різниця значень параметрів 
дорівнює одиниці 1 1m m− =  і сума рядів є 
найбільшою тому, що вони виражаються через 
функції Бесселя з мінімальним порядком. 
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 З урахуванням умови P >> πμ  вирази (43) і 
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Оцінимо, за яких значень параметрів m  і 
1m значення сум (45) і (46) істотно відрізняються 
від нуля для максимального значення глибини 
модуляції 1μ = , за якого значення рядів 
максимальні. Значення рядів 1 0( m )( m )G , 
1 1( m )( m )G починають відрізнятись від нуля за 
умови: 
< π +1( )P m m .             (47) 
Для значення 10P = : 1 3m m+ = , 20P = : 
1 7m m+ = , 30P = : 1 11m m+ = . За умови, що 
різниця параметрів m  і 1m  дорівнює одиниці 
1 1m m− = , 10P = : 1 2m = , 1m = , 20P = : 
1 4m = , 3m = , 30P = : 1 6m = , 5m = . Оскільки 
значення функцій Бесселя не перевищує  
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одиниці, верхня межа суми рядів для різних 
значень параметрів модуляції можна оцінити 
так: 
10P = : =












20P = : 
=












30P = : 
=












Порівнюючи отримані верхні межі сум рядів 
1 0( m )( m )G  і 1 1( m )( m )G  сум з сумою 0mG , за умови 
1m = , можна зробити висновок, що їх значення 
співвимірні лише для параметра кратності мо-
дуляції 10P = . Для параметра кратності 
модуляції 20P > , суми 1 0( m )( m )G  і 
1 1( m )( m )G можна не враховувати, або враховува-
ти наближено. 
Якщо різниця параметрів 1 2m m− = , зна-
чення функцій Бесселя істотно відрізняються від 
нуля у випадках - значення 10P = : 1 6m m+ = , 
20P = : 1 14m m+ = , 30P = : 1 20m m+ = . За 
умови, що різниця параметрів 1m  і m  дорівнює 
одиниці 1 2m m− = , 10P = : 1 4m = , 2m = , 
20P = : 1 8m = , 6m = , 30P = : 1 11m = , 9m = .  
Оскільки значення функцій Бесселя не 
перевищує одиниці, верхня межа суми рядів для 
різних значень параметрів модуляції можна 
оцінити так: 
Р = 10: =








































З отриманих значень верхніх меж можна 
зробити висновок, що суми з умовою 1 1m m− >  
істотно не впливають на кінцевий результат. 
Загалом можна зробити висновок, що для 
типових значень модуляції 20P >  значно вищий 
порядок, у порівнянні з іншими, має сума 0mG  
(23). Суму 1mG  (30) можна враховувати набли-













πμ π μ≈ =∑ ∑ .            (48) 
Один доданок суми 0mG   також можливо ви-




























.           (49) 
Згідно з формулами (48) і (49) сума 




























⎛ ⎞⎛ ⎞ πμπ πμ⎜ ⎟× + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠





P P m P
.            (50) 
 
У випадку, коли кратність модуляції 10P < , 
для зменшення похибки розрахунків до суми 





⎛ ⎞−⎛ ⎞ × × πμ ≈⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟πΩτ⎝ ⎠ − ⎝ ⎠
































.             (51) 
Оцінка похибки розрахунків суми квадратів 
вищих гармонік 
Сума ряду у кінцевому виразі формули (50) 
має швидку збіжність, тому для розрахунку зна-
чення суми квадратів вищих гармонік достатньо 
розрахувати декілька перших членів ряду. На 
рис. 1 наведено значення відносної похибки δ 
розрахунку суми квадратів вищих гармонік за 
умови врахування п’яти перших членів ряду су-
ми для значень кратності модуляції 1P  = 10, 20, 
30 ,40, розрахованих за формулою (50) і похиб-
ки для кратності модуляції 2P = 10, розрахова-
ною за формулою (51). 
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Рис. 1. Графіки залежностей відносної похибки δ значень суми квадратів вищих гармонік відносно зна-
чень глибини модуляції μ для різних значень параметру кратності модуляції Р 
З даних, наведених на рис. 1, можна зробити 
висновок, що окрім значення параметра 
модуляції 1P =10, для забезпечення відносної 
похибки δ <2% розрахунку суми квадратів ви-
щих гармонік для значень глибини модуляції 
μ >0,15 достатньо знайти суму перших 5 членів 
ряду у формулі (50), для зменшення похибки 
розрахунків при P = 0 необхідно враховувати 
додатковий член розкладу за формулою (51).  
Розрахунок кратності модуляції Р за значен-
ням коефіцієнту гармонік 
Підстановка розрахованого значення суми 
квадратів вищих гармонік у формулу (12) 
дозволяє розрахувати значення кратності 
модуляції P  за значенням коефіцієнту гармонік. 
Аналітичний вираз для розрахунку параметра P  
отримаємо для випадку P >10, який отримано у 
формулі (50):  
( )=
⎛ ⎞= ×⎜ ⎟πΩτ⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞ πμπ πμ⎜ ⎟+ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠×
μ Ωτ +











P P m P
H
,           (52) 
де A H= μ . 
Після ряду перетворень рівняння (52) пере-
твориться до виду: 
+ − =22 1 0 0a x a x a ,              (53) 
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Значення параметра кратності модуляції P  
розраховують з квадратного рівняння (53): 
=




a a a a
.             (54) 
Для розрахунку кратності модуляції P  за 
формулою (54) потрібно значно менше матема-
тичних операцій  ніж за типовою процедурою і 
дозволяє явно виразити залежність кратність 
модуляції від значення коефіцієнту гармонік. 
Висновок 
В статі виведено аналітичну залежність 
кратності модуляції напруги P  від значення 
коефіцієнта гармонік ГK , параметрів фільтра та 
навантаження, похибка розрахунків за якою не 
перевищує 2 %, що дає змогу зменшити обсяг 
динамічних втрат зміною кратності модуляції 
ШІМ у реальному часі за умови підтримання 
значення коефіцієнту гармонік на заданому 
рівні. 
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Определение кратности модуляции ШИМ напряжения инвертора 
по значению коэффициента гармоник на основании двойного  
ряда Фурье 
Описано стандартную процедуру расчета фильтра инверторов с ШИМ по значению коэф-
фициента гармоник. Указано, что при постоянной кратности  модуляции выходное напряжение 
имеет запас по значению коэффициента гармоник при неполной нагрузке инвертора. Предло-
жено динамически изменять кратность модуляции ШИМ для обеспечения заданного значения 
коэффициента гармоник и уменьшения динамических потерь в полупроводниковых приборах. 
Выведена формула для расчета кратности модуляции по значению коэффициента гармоник, 
параметрам фильтра и нагрузки на основании двойного ряда Фурье. Библ. 3, рис. 1.  
Ключевые слова: широтно-импульсная модуляция; кратность модуляции; ряд Фурье двух 
переменных. 
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Polytechnichna st., 16, building 12, Кyiv, 03056, Ukraine. 
Features of voltage spectrum calculations modulated by PWM I and II 
on basis double Fourier series  
Standard procedure for calculating the filter of inverter with PWM according to THD value are discra-
bed. Indicated that the constant multiplicity modulation of output voltage has a margin on the value of the 
THD at partial load of inverter. Dynamically changing of  the PWM multiplicity for providing a constant THD 
value and reducig the dynamic losses in semiconductor devices are proposed. The formula for calculating 
the value of the modulation multiplicity according to THD value harmonic ratio, the filter parameters and 
the load on the basis of the double Fourier series is obtained. Bibl.3, fig. 1. 
Keywords: pulse width modulation; multiplicity of modulation; Double Fourier series. 
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